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NOTE SUR LES  INVARIANTS DES POLYNOMES ENT IERS;  
P~r M. O,-A, k a i .s t~ n t~ ~t P~ris, 
Adunanza del z'* agosto z894. 
INVARIANT D'UNE FONCTION ENTI~RE DE X.--INVARIAIqTS D~.RIVI~S. 
r. Les notions sur lesquelles ie me propose d'insister ice n'ont 
rien en soi de v~ritablement nouveau. Elles se rattachent &troitement 
h la th~orie des invarlants et des p~ninvariants des formes binaires, 
~tudi~es par de nombreux auteurs. Mais il me semble possible de 
donner ~t l'examen de qnelques une des propri~t&s des fonctions 
dont il s'agit un caract~re plus ~1~mentaire; et ie crois en outre que 
la forme sous laquelle j'ai rencontr~ l'expression de ces fonctions 
n'a peut ~tre pas ~t6 remarqu~e encore~ 
Voici, dans toias les cas, le th~or~me fondamental qui sert de 
base et de d~finition h la th~orie dont il s'agit : 
Soit f (x) un polyn6me entier 'a une seule variable x et de degr3 
n; d3signons par f ' (x) ,  f " (x ) ,  . . . fr ses d3riv~es uccessives, dont 
la derni'ere est constante. Le ddterminant 
,q(x) 
( , , -  Of(x) 
(,, - 2) f"  (x) 
(A) (n -  3)f'"(x) 
f,(~) f,,(~) . . .  fc,-~)(~) F~-O(x) 
f " (x )  f " ' (x )  . . . f ( * -o  (~) fc .~(x)  
f ' "  (x) f ,v  (x) . . . f ( "  (x) o 
f~v (x) f (x) . . .  o o 
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2 f (~O (x) f(,,--O (x) fO) (x )  . . . o 
f ( " -O(x)  fO) (x) o . . .  o 
a tou/ours une valeur constante, quel que soit x. 
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Pour le d6montrer, remarquons d'abord que la proposition est 
pour ainsi dire 6vidente n ce qui concerne un trin6me ax ~ + bx + c 
du 2" degr6, car on a 
2(ax ~ + bx + c ) .2a - - (2ax  + b)~- - -4ac - -b  ~. 
Supposons la proposition &ablie pour les polynbmes de degrSs 
3, 4, - . .  n -  I, et plus particuliSrement pour la d6riv& f ' (x )du  
polyn6me consid6r$. Soit K' la constante ~t laquelle le d&ermifiant 
correspondant se trouve &re @al, et, appelant u(x) le d&erminant 
(A) indiqu6 dans l'$nonc6, formons la dSriv& u'(x). I1 faut pour 
cela, dans le d&erminant, remplacer successivement les termes de 
chacune des colonnes par leurs dSriv&s, et ajouter les rSsultats. Or, 
r r6sultats ont nuls lorsqu'il s'agit de la 2 + , de la 3 ~, . . .  de 
la (n - -  z) ~ colonne puisque l'on obtient ainsi des d&erminants clans 
lesquels deux colonnes cons&utives ont identiques. Par suite (sup- 
primant la lettre x pour abr6ger l'6criture) nous avons pour u': 
nf '  f" f, ,  . . .  fO-O 
('n - -  z ) f "  f , ,  f , , ,  . . . f (O  
( , , - -2 )s  s  f ,v  . . . o 
2f i ' -O  fC~O f("~ . . . o 
~'~ :+ o . . .o  
+ 
+ 
nf  f f  f , ,  . . .  f(,--~) fO) 
[n - -  x)f" f "  f"" . . . f(~") o 
~n-2)f' s  ji,~ . . .  f ( . )  o 
+ 9 9 9 9 9 9 9 . 9 . 9 . 9 9 9 . 
~i~.-+ ~. -o  f~., . . .  o o 
f, ' -O f,O 0 . . .  o cs 
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Le dernier d&erminant, d6velopp6 suivant les 6i6ments de la 
derni~re colonne, se r~duit, d'apr~s la notation adopt~e plus haut,, 
( - -  I )~ ' f  (~) K'. 
Le premier peut s'&rire, en retranchant la 2" colonne de la 
premiere, 
Of '  f f '  - 9 9 
-2 ) f '  f "  f "  . . . f ' )  
n__ 3)f,,, f,,,  f l y . . ,  o 
Q 9 o 9 ~ 9 | 9 * 9 9 o 9 | | 9 9 | 
f("-O f (~O f~,) . . . o 
o fc . )  o . . . o 
et, d6velopp6 suivant les 616ments de la derni&e ligne, il se r6duit 
b. ( - -  I)~f (") K'. Donc 
U' --- [ ( - -  I) n'-' + ( - -  I)~]f O) K ' - -  o. 
La fonction use  r6duit donc elle-m~me ~t une constante K. 
C'est cette constante que nous appellerons l'invariant de la 
fonction enti~re f(x); et nous d6signerons sous le nom d'invariants 
d&iv6s les constantes K', K", . . .  des d&iv&s successives f ' (x ) ,  
f '  (x), . . . .  I1 importe seulement de remarquer que cette notion ne 
s'&end que jusqu'~t la deriv~e f(n-=)(x) qui est du 2 ~ degr6, et qu'une 
fonction du I =r degr6 n'a plus d'invariant, dans le sens o~ nous 
l'entendons ici, les 6l~ments n'&ant plus en nombre su~sant pour 
former le determinant (A). 
EXPRESSION DE L"INVARIANT EN FONCTION DES COEFFICIENTS DE f(x). 
2. Puisque l'invariant (a) ne d~pend pas de la valeur de x, on 
peut en particulier supposer x~---o. Or le polyn6me f (x )  &ant &fit 
sous la forme 
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off pour la commodit6 du calcul nous avons mis en 6vidence les 
factorieUes correspondantes n d6nominateur, on a 6videmment 
f (o )  - -  a , ,  f ' (o )  = a , _~,  . . .  f ( , , -O(o)  - -  a , ,  f ( . )  (o)  - -  a o , 
de sorte que l'invariant K a pour expression 
na,  a , _~ a , _  2 . . . a2 a 
. . . .  ao 
(n - -2 )a , _ ,  a , _  3 a , _ . ,  . . .  a o o 
 9176176149176176149176176149 
2a~ a x ~ . . .  o o 
a x ~ o . . . O O 
A la seule inspection de  ce d&erminant, on reconnait que Fin- 
variant d'un polyn6me de degr6 n est multipli6 ou divis6 par V, 
quand on multiplie ou qu'on divise tousles coefficients de ce poly- 
n6me par le facteur X. 
EXPRESSION DE L'INVARIANT &U MOYBN DES INVARI.A_NTS D~.RIVES. 
3. Soit sous la premi6re forme du d&erminant A, Soit sous ceil 9 
que nous venons d'obtenir, en fonction des coefficients, on conscate 
que les invariants d6riv6s ne sont autre que les mineurs de a 0btenus 
en supprimant k la lois les p premi4res lignes et les p derni6res 
colonnes. Cette remarque va nous permettre d'obtenir l'invariant 
K zA ,  au moyen de ces invariants d6riv6s. 
A cet eft9 consid6rons en g6n/:ral le determinant 
, f  f ,  f , ,  . . . 
(p -  I ) f  ( ' '~ -0  . . . . . . . . . .  o 
f(,,--o f(,~ o . . .  o 
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obtenu en supprimant un certain nombre des derni6res colonnes de 
A, et un hombre 6gal de lignes ,k la suite de la premi6re; a lui-m4me, 
ou K, ne sera autre chose que ~._~; et en g6n4ral e d6veloppement 
de 8~ suivant les 616ments de la derni6re r nous donnera 
(0  8, - -  ( - -  I Y f  @) Kr + ( - -  IY'--'f~ 8~, 9 
Par  l'application de cette relation ~ K d'abord, puis ~ routes 
les valeurs successives ~.._~, ~.-3, " ' "  8,, il viendra 
K = (-- ~)~-,]c~-,) X' + (-- i ) ' -7 r 8._~, 
8,,.._~ "-- ( --  O"-*f  r''-*) K"  + ( - -  I )*- ' f  (') 8,,__ 3 , 
. . 9 9 | o * 9 * 9 9 * * o * 9 9 ! 9 9 | 
83 - -  ( - -  i)3f ''' K <~3) + ( - -  i)~fC # 8~, 
8,=( -  OI ' .H -~ +ff"~. , f .  
En 61iminant ousles 8, chose facile, entre ces diverses rela- 
tions, et posant pour simpli6er foo - -~,  on trouve, pour n pair, 
(2) K= --fC"-')K' +f r~-~K"  +fc"-3~r _ fc , -~.~r  _ ... 
... -~-f,,$"-,K ('-~) ._T_f,z?.-y(,--o -~- nf?,,-~; 
et, pour n impair, 
(3) Z- - -  + /("-')K' + I("-*),tK '' --/c"--')q~*K""--/o-4)~'K~V + ... 
... +__/,,~.m;c.-~ _7_f,~.-~.-,~ +_ ,q~.-,. 
La succession des signes est dans ie premier cas 
- -++- - - -++- -  . . .  
et, dans le second, 
++-- - -+4- - - - -  . . .  
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Le nombre des termes est toujours ~gal ~t n. 
Ces formu!es, si on y suppose x - -  o, ce qui entraine f@) - -  a~t 
et f(,o--q~_--ao ' deviennent respectivement 
(4) 9 2 K" '  - -  a 4 a o K - -  
K__  a ,K ,+a,  aoK , ,+a3a ~ 3 iv . . .  
. . . - r  
K - - "  + a,K" + a, aoK" - -a  3 a~K" ' - -a4a3oKIV + . . . 
. . .  "+" a,,__~ a~3 KC'-O _~ a,__, ao"  a, "+" n a. ao - ' .  
INTEGRATION D'UNE ~.QUATION DIFH~RENTIELLE. 
4. D'apr~s tout ce qui pr6c6de, il est facile, &ant donn6 un 
polyn6me en x de degr~ n, de calculer son invariant K. Si on 
l'exprime, par exemple, au moyen des coefficients, comme on l':a 
vu au n ~ 2, on aura une certaine relation 
(6) F(ao ,  . . .   O=K. 
Or, si dans le d&erminant A nous remplagons partout les f par 
des y, cette derni&e Iettre repr~sentant une certaine fonction inconnue 
de x, on aura 
(7) 
.. n y y ,  y, ,  . . . yO,-.O 
(n  - O Y'  Y"  Y"" 9 9 9 Y(") 
9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 * * 9 9 ~ | . 
2 y (~)  y ( . . -o  . . . .  . . o 
yO,--o y(,) o . . . o 
- -K .  
Cette relation est une 6quation diff~rentielle dun  ~ ordre, d'ap- 
parence assez compliqu&, surtout si on la d&eloppait. 
Puisqu'elle est satisfaite par y- - f (x )  on volt que l'int~grale 
g~n~rale de cette ~quation (7) est y- - f  (x), f (x )  &ant un polynbme 
arbitraire dun  ~ degr~, done les coefficients ao, a, ,  . . .  a, sont 
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assujettis ~t satisfaire k la condition (6), ce qui laisse bien dans le 
r6sultat n constantes arbitraires ind~pendantes. 
Nous croyons devoir borner ici ces indications rapides ur une 
notion alg6brique qui nous semble pouvoir presenter quelque int+r~t. 
Paris, iuillet x894. 
C.-A. LAISANT.  
